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1 1. Úvod – porovnanie klasického a kvantového
bitu

Klasický bit Fyzikálnou podstatou je elektrický signál – napätie.
Stav klasického bitu je hodnotou napätia, preto klasický bit
môže byť len v dvoch stavoch: 0 (pri U = 0V ) a 1 (pri U =
5V ).

Kvantový bit Fyzikálnou podstatou je pohyb elementárnej čas-
tice. Stav kvantového bitu (kvantový stav) je hodnotou dvoj-
zložkového vektora v dvojrozmernom Hilbertovom priestore
C2, preto kvantový bit môže byť v stave patriacom do ne-
konečnej množiny stavov.

Stav bitu je teda hodnotou bitu.

q[0] |0〉 H • H

q[1] |0〉

c 2/ ∨ ∨
0 1
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2. Kvantový bit, kvantový stav a bázy základ-
ných kvantových stavov



3 2.1. Mechanický model kvantového bitu a jeho kvan-
tový stav
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• Kvantový bit je zobrazený v stave |1〉 z pohľadu merania (os Z
smeruje na meracie zariadenie) a je umiestnený v jednotkovej
guli.

• XY je rovina C a ZX je rovina R.

• Prechodom kvantového bitu cez kvantové hradlo (bránu, gate)
dochádza k otočeniu kvantového bitu okolo osi X, Y a Z a teda
k zmene jeho stavu.



4 2.2. Základné stavy štandardnej (výpočtovej) bázy {|0〉 , |1〉}

|0〉

+Y

+i −i

+X +1

−1

+Z +1

|1〉

+Y

+i −i

+X +1

−1

+Z +1

|0〉 |1〉

• |0〉 =

(
1
0

)
je kvantový stav s minimálnou energiou (0.0).

• |1〉 =

(
0
1

)
je kvantový stav s maximálnou energiou (1.0).

• Kvantový stav |0〉 je vždy začiatočným stavom každého kvan-
tového obvodu.



5 2.3. Definícia všeobecného kvantového stavu |ψ〉 jed-
ného bitu vo vektorovom a Diracovom tvare

Definícia: Všeobecný kvantový stav |ψ〉 kvantového bitu patrí do
dvojrozmerného Hilbertovho priestoru C2 a je teda dvojzložkovým
vektorom komplexných čísel α a β, teda

|ψ〉 =

(
α

β

)
= α |0〉+ β |1〉 , |α|2 + |β|2 = 1

kde |α| a |β| sú normy (veľkosti, magnitúdy, amplitúdy) kom-
plexných zložiek α a β.

Vlastnosti kvantového stavu |ψ〉:

1. Norma ‖ |ψ〉 ‖ každého kvantového stavu je 1, pretože platí:
‖ |ψ〉 ‖ =

√
|α|2 + |β|2 = 1.

2. |α|2 je pravdepodobnosť, že |ψ〉 = |0〉, a teda bude nameraný
do klasického bitu s hodnotou c = 0 a

3. |β|2 je pravdepodobnosť, že |ψ〉 = |1〉, a teda bude nameraný
do klasického bitu s hodnotou c = 1.



6 2.4. Vyjadrenie všeobecného kvantového stavu |ψ〉 v po-
lárnom tvare

|ψ〉 =

(
α

β

)
= eiλ

(
cos(θ/2)

eiϕ sin(θ/2)

)
Kvantový stav v polárnom tvare je určený hodnotami fáz θ, ϕ a λ.

– θ/2 – otočenie vektora stavu v rovine reálnych čísel R, θ ∈
[−π, π].

– ϕ – lokálna fáza, t.j. relatívne otočenie zložky β oproti zložke
α vektora stavu do roviny komplexných čísel C, ϕ ∈ [0, 2π].

– λ – globálna fáza, t.j. otočenie zložky β aj α do roviny kom-
plexných čísel C, λ ∈ [0, 2π].

Platí aj

1. ϕ = ϕβ − ϕα, kde ϕβ je otočenie β do roviny C a ϕα je
otočenie α do roviny C.

2. λ = ϕα

3. Globálna fáza vyjadruje relatívne otočenie vektorov viacerých
kvantových stavov vo viacbitovom kvantovom obvode, preto
nemá význam v prípade jednobitového obvodu, čo vedie k zjed-
nodušeniu λ = 0, ϕα = 0 a ϕ = ϕβ.



7 2.5. Odvodenie fáz základných stavov |0〉 a |1〉

|ψ〉 = |0〉 =

(
1
0

)
= ei0

(
cos(0)

ei0 sin(0)

)
= eiλ

(
cos(θ/2)

eiϕ sin(θ/2)

)
Fázy |0〉 sú teda θ = 0 (lebo θ/2 = 0), a λ = ϕ = 0.

|ψ〉 = |1〉 =

(
0
1

)
= ei0

(
cos(π/2)

ei0 sin(π/2)

)
= eiλ

(
cos(θ/2)

eiϕ sin(θ/2)

)
Fázy |1〉 sú teda θ = π (lebo θ/2 = π/2), a λ = ϕ = 0.

Vektory obidvoch základných stavov štandardnej bázy {|0〉 , |1〉}
ležia teda v reálnej rovine a sú ortonormálne, pretože sú ortogonálne
(navzájom kolmé) a zároveň normalizované (majú jednotkovú veľ-
kosť).



8 2.6. Základné stavy štandardnej bázy {|0〉 , |1〉} – vekto-
rový, Diracov a polárny tvar

|0〉 =

(
1
0

)
= 1 |0〉+ 0 |1〉 = ei0

(
cos(0)

ei0 sin(0)

)

|1〉 =

(
0
1

)
= 0 |0〉+ 1 |1〉 = ei0

(
cos(π/2)

ei0 sin(π/2)

)



9 2.7. Základné stavy bázy {|+〉 , |−〉} a bázy {|�〉 , |	〉}

|+〉 =

(
1√
2
1√
2

)
=
1√
2
|0〉+ 1√

2
|1〉 = ei0

(
cos(π/4)

ei0 sin(π/4)

)
⇒ θ/2 = π/4

|−〉 =

(
1√
2

− 1√
2

)
=
1√
2
|0〉 − 1√

2
|1〉 = ei0

(
cos(−π/4)

ei0 sin(−π/4)

)
⇒ θ/2 = −π/4

|�〉

(
1√
2
i√
2

)
=
1√
2
|0〉+ i√

2
|1〉 = ei0

(
cos(π/4)

ei
π
2 sin(π/4)

)
⇒ θ/2 = π/4, ϕ = π/2

|	〉

(
1√
2

− i√
2

)
=
1√
2
|0〉− i√

2
|1〉 = ei0

(
cos(−π/4)

ei
π
2 sin(−π/4)

)
⇒ θ/2 = −π/4, ϕ = π/2



10 2.8. Zobrazenie stavov báz {|+〉, |−〉} a {|�〉 , |	〉} z po-
hľadu merania (z protismeru osi Z)
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11 2.9. Zobrazenie stavov bázy {|+〉, |−〉} z protismeru osi
Y a bázy {|�〉, |	〉} z protismeru osi X
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3. Zobrazenie kvantových stavov v priestore



13 3.1. Skutočné zobrazenie stavov v priestore
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14 3.2. Zobrazenie stavov na Blochovej guli
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4. Superpozícia a meranie kvantového stavu



16 4.1. Princíp superpozície

Každý všeobecný kvantový stav jedného bitu |ψ〉

|ψ〉 =

(
α

β

)
možno vyjadriť superpozíciou (t.j. lineárnou kombináciou) zá-

kladných stavov v Diracovom tvare podľa vzťahu

|ψ〉 = α |0〉+ β |1〉 , |α|2 + |β|2 = 1, α, β ∈ C, |ψ〉 ∈ C2

kde |α|, |β| sú veľkosti komplexných zložiek α, β stavu |ψ〉.



17 4.2. Fyzikálny význam superpozície a pravdepodobnostná
podstata kvantových stavov

Fyzikálnym významom superpozície je to, že kvantový stav |ψ〉 exis-
tuje súčasne v dvoch základných stavoch, pričom |α|2 je pravdepo-
dobnosť, s akou bude stav |ψ〉 nameraný do klasického jednobito-
vého registra c ako hodnota 0 a |β|2 je pravdepodobnosť, s akou
bude stav |ψ〉 nameraný do registra c ako hodnota 1.

Kľúčom k pochopeniu pravdepodobnostnej podstaty kvantových
stavov danej fyzikálnym významom superpozície je príklad merania
stavu |+〉 pri jednej strele prúdu fotónov na kvantový bit.



18 4.3. Princíp merania kvantového stavu

• Ostreľovanie kvantového bitu prúdom fotónov v dávke, zvy-
čajne 1000-10000 striel (angl. shots) – podobné osvetľovaniu
predmetu v tme.

• Meranie odrazenej energie E – energie lúča dopadajúceho na
plochu meracieho zariadenia – hradla merania.

• Meraním kvantový bit je zničený (alebo kolabuje do základ-
ného stavu |0〉).

• Meraná energia E = |β|2 je pravdepodobnosťou, s ktorou bude
do klasického registra zapísaná hodnota 1.

• Meraná hodnota do klasického registra c je vždy buď 0 alebo
1:

c=

{
0 / |α|2
1 / |β|2



19 4.4. Odvodenie pravdepodobností od počtu výstrelov

V prípade jediného výstrelu prúdu fotónov na kvantový bit v stave
|+〉 dostaneme zaujímavý výsledok, a to:

buď (0) : c=
{
0/1.0
1/0.0

alebo (1) : c=
{
0/0.0
1/1.0

.

Na základe jedného výstrelu s istotou (teda pravdepodobnosťou
1.0) bude |+〉 nameraný ako bit 0 (prípad (0)), alebo ako bit 1
(prípad (1)).

Čím viac výstrelov však použijeme, tým presnejšie zistíme prav-
depodobnosti, s akými je |+〉 nameraný ako klasická hodnota 0 a
1, formálne

c=

{
0/ n0
(n0+n1)

1/ n1
(n0+n1)

kde n0 je počet výstrelov s výsledkom (0), n1 je počet výstrelov
s výsledkom (1), a (n0 + n1) je celkový počet výstrelov, zvyčajne
1000 až 10000.



20 4.5. Meranie kvantového stavu – príklady

Meranie energie pri
ostreľovaní dávkou
fotónov
(1000-10000 striel)

|β| = 1√
2

|+〉 , |−〉 , |�〉 , |	〉

E= |β|2=p1

Measure

c=

{
0/0.5
1/0.5+Z

|β| = 0

|0〉
E= |β|2=p1

Measure

c=

{
0/1.0
1/0.0+Z

|β| = 1

|1〉

E= |β|2=p1

Measure

c=

{
0/0.0
1/1.0+Z

Meraním je kvantový bit zničený.
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5. Zmena kvantového stavu, kvantové hradlá
a ich operácie



22 5.1. Zmena kvantového stavu

Prechodom kvantového bitu cez kvantové hradlo (bránu, gate) dôjde
k skokovej zmene kvantového vstupného kvantového stavu |ψ〉 na
výstupný stav |ψ′〉. Kvantové hradlo realizuje kvantovú operáciu U
– rotáciu vstupného stavu do výstupného stavu, ktorá z matema-
tického hľadiska je maticou 2× 2 v tvare

U =

(
u11 u12
u21 u22

)
, uij ∈ C

Kvantová operácia musí byť nielen unitárna (zachovávajúca ‖ |ψ′〉 ‖ =
1), ale aj reverzibilná, t.j. musí k nej existovať matica U †

U † =

(
u11 u21
u12 u22

)
taká, že platí:

U U † = U † U = I, kde I =

(
1 0
0 1

)
Potom prechod zo vstupného do výstupného stavu je defino-

vaný maticovým násobením kvantovej operácie a vektora vstupného
stavu (a naopak)

|ψ〉 7→ |ψ′〉 : |ψ′〉 = U |ψ〉 a |ψ′〉 7→ |ψ〉 : |ψ〉 = U † |ψ′〉



23 5.2. Kvantové operácie

Všeobecná kvantová operácia U = U3 je daná hodnotami fáz
θ, ϕ, λ

U3 θ ϕ λ =

(
cos(θ/2) −eiλ sin(θ/2)
eiϕ sin(θ/2) eiλ+iϕ cos(θ/2)

)
Operácie štandardných hradiel sú odvodené z (U3 θ ϕ λ), napr.

I =

(
1 0
0 1

)
X =

(
0 1
1 0

)
H =

1√
2

(
1 1
1 −1

)

S =

(
1 0
0 i

)
S† =

(
1 0
0 −i

)



24 5.3. Príklady kvantových obvodov

Pretože platí:

|1〉 = X |0〉
|+〉 = H |0〉
|−〉 = H |1〉
|�〉 = S |+〉
|	〉 = S |−〉

možno vytvoriť napr. kvantové obvody

q[0] : |0〉 −−− X −−− MEAS (meranie |1〉)

q[0] : |0〉 −−− H −−− MEAS (meranie |+〉)

q[0] : |0〉 −−− X −−− H −−− MEAS (meranie |−〉)

q[0] : |0〉 −−− H −−− S −−− MEAS (meranie |�〉)

q[0] : |0〉 −−− X −−− H −−− S −−− MEAS (meranie |	〉)
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6. Kvantový systém viacerých nepreviazaných
kvantových bitov



26 6.1. Celkový kvantový stav n nepreviazaných bitov

Napr. pre n=3, ak stav kvantového bitu q[0] je |ψ0〉, kv. bitu q[1]
je |ψ1〉 a kv. bitu q[2] je |ψ2〉, a tieto bity navzájom nekorelujú
(sú nepreviazané), potom celkový stav |ψ〉 je tenzorovým súčinom
stavov |ψ0〉, |ψ1〉, |ψ2〉:

|ψ〉 = |ψ0ψ1ψ2〉 = |ψ0〉 ⊗ |ψ1〉 ⊗ |ψ2〉 =
(
α0
β0

)
⊗
(
α1
β1

)
⊗
(
α2
β2

)
=

α0

 α1

(
α2
β2

)
β1

(
α2
β2

)


β0

 α1

(
α2
β2

)
β1

(
α2
β2

)



⇒



α0 α1 α2
α0 α1 β2
α0 β1 α2
α0 β1 β2
β0 α1 α2
β0 α1 β2
β0 β1 α2
β0 β1 β2


=



α000
α001
α010
α011
α100
α101
α110
α111


=



α0
α1
α2
α3
α4
α5
α6
α7


Celkový kvantový stav n bitov je 2n zložkovým vektorom, patrí

teda do 2n rozmerného Hilbertovho priestoru C2n.
Veľkosť vektora celkového stavu je 1 (‖ |ψ〉 ‖ = 1)!



27 6.2. Pravdepodobnosť meraných hodnôt celkového stavu
nepreviazaných bitov

Pre n = 3 klasický 3 bitový register c = c[2]c[1]c[0] nadobúda
hodnoty indexov zložiek αk vyjadrených v binárnom tvare, avšak v
zrkadlovom usporiadaní bitov :

c[0]c[1]c[2] =



000 / |α0|2 |α1|2 |α2|2
001 / |α0|2 |α1|2 |β2|2
010 / |α0|2 |β1|2 |α2|2
011 / |α0|2 |β1|2 |β2|2
100 / |β0|2 |α1|2 |α2|2
101 / |β0|2 |α1|2 |β2|2
110 / |β0|2 |β1|2 |α2|2
111 / |β0|2 |β1|2 |β2|2

Napr. pri meraní 3 kvantových bitov q[0] 7→ c[0], q[1] 7→ c[1] a
q[1] 7→ c[2], meraná hodnota v c bude mať hodnotu 001 s pravde-
podobnosťou |β0|2 |α1|2 |α2|2.

Súčet pravdepodobností všetkých meraných hodnôt do klasic-
kého registra je rovný 1.

Pravdepodobnosť, že všetky klasické bity budú mať hodnotu 1
(c = 111) je |β0|2 |β1|2 |β2|2!



28 6.3. Zmena celkového kvantového stavu viacerých ne-
previazaných bitov

Ak vstupné stavy vzájomne nekorelujúcich bitov q[0], q[1], q[2] sú
|ψ0〉, |ψ1〉, |ψ2〉 a ich výstupné stavy sú |ψ′0〉 = U0 |ψ0〉, |ψ′1〉 =
U1 |ψ1〉, |ψ′2〉 = U2 |ψ2〉, potom celkový výstupný kvantový stav
|ψ′〉 je daný tenzorovým súčinom

|ψ′〉 = |ψ′0〉 ⊗ |ψ′1〉 ⊗ |ψ′2〉 = (U0 |ψ0〉)⊗ (U1 |ψ1〉)⊗ (U2 |ψ2〉)

Možno ho však vypočítať aj maticovým násobením tenzorového
súčinu operácii príslušných hradiel a celkového vstupného stavu,
teda podľa vzťahu

|ψ′〉 = (U0 ⊗ U1 ⊗ U2) |ψ〉
ktorým bude celkový vstupný stav |ψ〉 zmenený na celkový vý-

stupný stav |ψ′〉.
Pozn: V prípade previazaných kvantových bitov však nie je možné

dosiahnuť celkový výstupný stav tenzorovým súčinom hradiel!
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7. Kvantový systém previazaných kvantových
bitov



30 7.1. Previazanosť (entanglement) kvantových bitov

Fyzikálna podstata: Kvantové stavy previazaných kvantových
bitov sa ovplyvňujú – dochádza ku korelácii ich stavov (bez
ohľadu na ich polohu a vzdialenosť v priestore).

Praktická realizácia: V systéme n kvantových bitov (n ≥ 2)
možno vybrať ľubovoľný (ale iba jeden) cieľový kvantový bit a
definovať operáciu zmeny jeho stavu U . Ďalej možno vybrať zo
zvyšných n−1 bitov ľubovoľnú podmnožinu {q[k1], q[k2], . . . , q[km]},
m zdrojových kvantových bitov (1 ≤ m ≤ n− 1).

Pozn: Výber zdrojových kvantových bitov môže byť obmedzený v
reálnych kvantových systémoch štruktúrou grafu kvantových bitov.



31 7.2. Dôsledky previazanosti

1. Celkový výstupný stav (m + 1) bitov (m výstupných stavov
zdrojových bitov a výstupného stavu cieľového bitu) je ma-
ticovým súčinom hradla CmU a celkového vstupného stavu
(m+ 1) bitov (m vstupných stavov zdrojových bitov a vstup-
ného stavu cieľového bitu).

2. Hradlo CmU je teda maticou rozmeru 2(m+1)× 2(m+1) a účin-
kuje na celkový stav (m+ 1) bitov.

3. Výstupné bity sú už previazané, takže meraním (a zničením)
jedného z nich vieme posúdiť stavy iných previazaných kvan-
tových bitov.

4. Previazanosť rieši problém, že nemožno vytvoriť kópiu kvanto-
vého bitu (no-cloning theorem).



32 7.3. Podmienená operácia CmU a jej prípad CX

V 2 bitovom kvantovom systéme m = 1, preto CmU = C1U =
CU .

Podmienená operácia previazania zdrojového bitu q[0] a operácie
CU cieľového bitu q[1] je definovaná maticou rozmerov 2(m+1) ×
2(m+1) = 2× 2 aje v tvare:

CU =

(
I Θ
Θ U

)
Ak U = X potom CU = CX v tvare

CX =

(
I Θ
Θ X

)
=


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0


CX je teda operácia podmienečného preklopenia stavu |ψ1〉 do

stavu X |ψ1〉 s pravdepodobnosťou |β0|2.



33 7.4. Dvojica EPR: 1√
2
|00〉+ 1√

2
|11〉

q[0] |0〉 H • H

q[1] |0〉

c 2/ ∨ ∨
0 1

|ψ0〉 |ψ1〉 |ψ2〉 |ψ3〉 c0 c1
1
0
0
0




1√
2
1√
2

0
0




1√
2

0
0
1√
2




1
2
1
2
1
2

−12


0 0
0 1
1 0
1 1

kde

|ψ0〉 = |0〉 ⊗ |0〉
|ψ1〉 = (H |0〉)⊗ |0〉
|ψ2〉 = CX |ψ1〉
|ψ3〉 = (H ⊗ I) |ψ2〉



34 8. Záver

1. Vlastnosti kvantového stroja a spôsob spracovania informácií

2. Kvantový stroj z hľadiska Computer Science

3. Súčasný stav a požiadavky
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