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1. Uvod — porovnanie klasického a kvantového
bitu

Klasicky bit Fyzikdlnou podstatou je elektricky signal — napatie.
Stav klasického bitu je hodnotou napatia, preto klasicky bit
moze byt len v dvoch stavoch: 0 (pri U = 0V) a1l (pri U =
5V).

Kvantovy bit Fyzikdlnou podstatou je pohyb elementarnej Cas-
tice. Stav kvantového bitu (kvantovy stav) je hodnotou dvoj-
zlozkového vektora v dvojrozmernom Hilbertovom priestore
C?, preto kvantovy bit mdze byt v stave patriacom do ne-
kone¢nej mnoziny stavov.

Stav bitu je teda hodnotou bitu.

al0] [0) - H# H— A
af1] 0) T A

€

C 2/



2. Kvantovy bit, kvantovy stav a bazy zaklad-
nych kvantovych stavov
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2.1. Mechanicky model kvantového bitu a jeho kvan-
tovy stav

+X +H

1)

e Kvantovy bit je zobrazeny v stave |1) z pohladu merania (os Z
smeruje na meracie zariadenie) a je umiestneny v jednotkovej

guli.
e XY je rovina C a ZX je rovina R.
e Prechodom kvantového bitu cez kvantové hradlo (branu, gate)

dochadza k otoceniu kvantového bitu okolo osi X, Y a Z a teda
k zmene jeho stavu.
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2.2. Zakladné stavy Standardnej (vypoctovej) bazy {|0),|1)}

+X 44 X 44
e | Y
o o SR SRR
+ +Z 1 H - 47 1 - i
o n
0) 1)

e |0) = ( (1) ) je kvantovy stav s minimélnou energiou (0.0).

o |1) = ( (1) ) je kvantovy stav s maximalnou energiou (1.0).

e Kvantovy stav |0) je vzdy zaciatoénym stavom kazdého kvan-
tového obvodu.



2.3. Definicia vSeobecného kvantového stavu [¢) jed-
ného bitu vo vektorovom a Diracovom tvare

Definicia: VSeobecny kvantovy stav |¢)) kvantového bitu patri do
dvojrozmerného Hilbertovho priestoru C? a je teda dvojzloZkovym
vektorom komplexnych Cisel o a (3, teda

0= () =alor+ 810, laf+157 =1

kde || a |5] s normy (velkosti, magnitidy, amplitidy) kom-
plexnych zloziek o a 3.
Vlastnosti kvantového stavu |¢):

1. Norma || 1) || kazdého kvantového stavu je 1, pretoze plati:
H) T = Vlal> + 152 = 1.

2. |a|? je pravdepodobnost, ze [1)) = |0), a teda bude namerany
do klasického bitu s hodnotou ¢ =0 a

3. |B)? je pravdepodobnost, Ze |1)) = |1), a teda bude namerany
do klasického bitu s hodnotou ¢ = 1.



2.4. Vyjadrenie vSeobecného kvantového stavu |¢)) v po-
larnom tvare

0=(5) = (o o)

Kvantovy stav v polarnom tvare je urceny hodnotami faz 6, ¢ a \.

— 0/2 — otocenie vektora stavu v rovine redlnych cisel R, 0 €
[—7, 7.

— ¢ — lokalna faza, t.j. relativne otocenie zlozky 3 oproti zlozke
« vektora stavu do roviny komplexnych &isel C, ¢ € [0, 2.
— )\ — globalna faza, t.j. otolenie zlozky (5 aj o do roviny kom-

plexnych &isel C, A € [0, 27].

Plati aj

1. ¢ = 3 — @a, kde @3 je otolenie 5 do roviny C a ¢, je
otocenie a do roviny C.

2. A=,

3. Globalna faza vyjadruje relativne otocenie vektorov viacerych
kvantovych stavov vo viacbitovom kvantovom obvode, preto
nemd vyznam v pripade jednobitového obvodu, ¢o vedie k zjed-
noduseniu A =0, p, =0 a ¢ = Pg.



2.5. Odvodenie faz zakladnych stavov |0) a |1)

== (4) (0 ) 0
Fazy [0) st teda 0 = 0 (lebo /2 = 0), a A = ¢ = 0.

== (3) = (o it ) = (e it )
Fazy |1) sti teda 0 = 7 (lebo 0/2 = 7/2), a A = ¢ = 0.

Vektory obidvoch zakladnych stavov Standardnej bazy {|0) ,[1)}
lezia teda v redlnej rovine a st ortonormalne, pretoze s ortogonalne

(navzdjom kolmé) a zaroven normalizované (maji jednotkov( vel-
kost).
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2.6. Zakladné stavy standardnej bazy {|0),|1)} — vekto-
rovy, Diracov a polarny tvar

o-(3) -2 ()

0= (1) o= (W ST



2.7. Zakladné stavy bazy {|+),|-)} a bazy {|O),|O)}

=0/2=m/4

N———

0=

1
v 2 _ L _ i _ 0 ' cos(—m/4) .
-) ( 4 ) 510 = s = (o Sal T ) = 62 =~/

1 .
AR gy 0 § cos(m/4)
ley ( \/L; ) V2 10) + V2 ) ( e’z sin(w/4)

=0/2=mn/4, p=7/2

N———

v i ; COS|—1Tr
©) < Ke ) =5 0- ) = (g ST ) s 0/2 =~ o = /2



10 2.8. Zobrazenie stavov baz {|+), |[—)} a {|0),|O)} z po-
hladu merania (z protismeru osi Z)

+XtH +XtH




11 2.9. Zobrazenie stavov bazy {|+), |-)} z protismeru osi
Y a bazy {|O), |O)} z protismeru osi X

+X t+H
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3. Zobrazenie kvantovych stavov v priestore



13 3.1. Skutocné zobrazenie stavov v priestore

+7 4

7

=)

I _ .




14

3.2. Zobrazenie stavov na Blochovej guli

+7 4

5 |1> ...............

+
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4. Superpozicia a meranie kvantového stavu



16 4.1. Princip superpozicie

Kazdy vSeobecny kvantovy stav jedného bitu [¢)

w=(5)

mozno vyjadrit superpoziciou (t.j. linedrnou kombinaciou) za-
kladnych stavov v Diracovom tvare podla vztahu

W) =al0)+B]1), [a*+ |8 =1, a,8€C, |¢) €C?
kde |a],

S| st velkosti komplexnych zloziek o, 3 stavu [¢)).
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4.2. Fyzikalny vyznam superpozicie a pravdepodobnostna
podstata kvantovych stavov

Fyzikdlnym vyznamom superpozicie je to, ze kvantovy stav |¢)) exis-
tuje si¢asne v dvoch zakladnych stavoch, pri¢om |a|? je pravdepo-
dobnost, s akou bude stav |¢) namerany do klasického jednobito-
vého registra ¢ ako hodnota 0 a |5|? je pravdepodobnost, s akou
bude stav |¢)) namerany do registra ¢ ako hodnota 1.

Kli¢om k pochopeniu pravdepodobnostnej podstaty kvantovych
stavov danej fyzikdlnym vyznamom superpozicie je priklad merania
stavu |+) pri jednej strele pridu foténov na kvantovy bit.



18 4.3. Princip merania kvantového stavu

e Ostrelovanie kvantového bitu pridom foténov v davke, zvy-
¢ajne 1000-10000 striel (angl. shots) — podobné osvetlovaniu
predmetu v tme.

e Meranie odrazenej energie £ — energie li¢a dopadajliceho na
plochu meracieho zariadenia — hradla merania.

e Meranim kvantovy bit je zni¢eny (alebo kolabuje do zaklad-
ného stavu |0)).

e Meran energia & = |3/ je pravdepodobnostou, s ktorou bude
do klasického registra zapisand hodnota 1.

e Merand hodnota do klasického registra ¢ je vidy bud 0 alebo

1:
{01l
1/ 18
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4.4. Odvodenie pravdepodobnosti od pocétu vystrelov

V pripade jediného vystrelu pridu foténov na kvantovy bit v stave
|+) dostaneme zaujimavy vysledok, a to:

bud (0) : c:{‘fj(l):g alebo (1) c:{g’ﬁ:g |

Na zdklade jedného vystrelu s istotou (teda pravdepodobnostou
1.0) bude |+) namerany ako bit O (pripad (0)), alebo ako bit 1
(pripad (1)).

Cim viac vystrelov vSak pouzijeme, tym presnejsSie zistime prav-
depodobnosti, s akymi je |[4+) namerany ako klasickd hodnota 0 a

1, formalne
n
C: O/ (nofnl)
1
1/(no+n1)
kde ng je pocet vystrelov s vysledkom (0), n; je pocet vystrelov

s vysledkom (1), a (ng + n1) je celkovy pocet vystrelov, zvycajne
1000 az 10000.




20 4.5. Meranie kvantového stavu — priklady

E=1BPP=p
) _{0/0.5

Meranie energie pri
ostrelovani davkou
foténov +Z
(1000-10000 striel)

~11/05

Measure

5:|ﬁ|2=P1

I | ._[0/00

5:‘5|2:p1
10) {0/1.0

_______________

~\1/0.0

Measure

Measure

Meranim je kvantovy bit zniceny.
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5. Zmena kvantového stavu, kvantové hradla
a ich operacie



22 5.1. Zmena kvantového stavu

Prechodom kvantového bitu cez kvantové hradlo (branu, gate) dojde
k skokovej zmene kvantového vstupného kvantového stavu |¢)) na
vystupny stav [¢)'). Kvantové hradlo realizuje kvantovi operaciu U
— rotaciu vstupného stavu do vystupného stavu, ktord z matema-
tického hladiska je maticou 2 x 2 v tvare

U1 Ui2
U= , U5 € C
U21 U222

Kvantova operacia musi byt nielen unitarna (zachovavajica || [¢') || =
1), ale aj reverzibilng, t.j. musi k nej existovat matica U’

Ut — (ﬂn Uy )
U1 U2
taka, ze plati: Lo
UU'=U"U=1, kde I = ( )

01

Potom prechod zo vstupného do vystupného stavu je defino-
vany maticovym nasobenim kvantovej operdcie a vektora vstupného
stavu (a naopak)

W) = @)y ) =U |[) a ) e ) : o) =U" |¢)



23 5.2. Kvantové operacie

Vseobecnd kvantova operdcia U = U; je dand hodnotami faz
0, ¢, A

_ cos(0/2)  —esin(6/2)
Us 0o A= ( e'?sin(0/2) e cos(0/2) )

Operacie Standardnych hradiel st odvodené z (Us 6 ¢ A), napr.
10 01 1 1 1
=Gv) =) mE(ia)
10
5= < 0 1 ) ( 0 —1 )



24 5.3. Priklady kvantovych obvodov

Pretoze plati:

1) = X[0)
|+) = H[0)
=) = H1)
|O) =S [+)
[©) =51=)

mozno vytvorit napr. kvantové obvody

q[0] : |0) — X | ——| MEAS | (meranie |1))

q[0] : |0) — | H|——| MEAS | (meranie |+))

—— | MEAS | (meranie |—))

H
q[0] : 10) — | H —E—(meranie |O))
H S|—

MEAS | (meranie |O))
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6. Kvantovy systém viacerych nepreviazanych
kvantovych bitov



26 6.1. Celkovy kvantovy stav n nepreviazanych bitov

Napr. pre n=3, ak stav kvantového bitu ¢[0] je |1y), kv. bitu ¢[1]
je |11) a kv. bitu ¢[2] je |19), a tieto bity navzdjom nekoreluji
(st nepreviazané), potom celkovy stav [¢)) je tenzorovym siinom

stavov [1g), 1), |¥s):

V) = W0¢1¢2> 190) @ [11) @ |he) = ( ) ® (51> R (g;) _

(

\

Qo

o

(3

)
A (5)
()

\61<52>/

\ )

ag a1 Po
ap B1 ag
g 1 B2
Bo a1 an

Bo a1 P2

/

50 51 0%
\ Bo B1 B2

(040041042\

/

teda do 2" rozmerného Hilbertovho priestoru C2".
Velkost vektora celkového stavu je 1 (]| [¢) || = 1)!

[0
aq

Qi

a3

Oy
(87

oy

Celkovy kvantovy stav n bitov je 2" zlozkovym vektorom, patri



6.2. Pravdepodobnost meranych hodnét celkového stavu
nepreviazanych bitov

Pre n = 3 klasicky 3 bitovy register ¢ = ¢[2]c[1]c[0] nadobida
hodnoty indexov zloZiek « vyjadrenych v bindrnom tvare, avsak v
zrkadlovom usporiadani bitov :

(

000 / |ag|? Jeu]* |aa?
001 / |agl* [eu]? |Bal?
010 / \040|2 |51\2 \042|2
011 / \040|2 |/51\2 \52|2
100 / |Bol* |anf* Jaa/?
101 / |Bol? Jeu]? [Baf?
110 / |Bol® 161 |aal®
| 111/ [Bof* [Bi]? |82

Napr. pri merani 3 kvantovych bitov ¢[0] — ¢[0], ¢[1] — ¢[1] a
q[1] — ¢[2], merand hodnota v ¢ bude mat hodnotu 001 s pravde-
podobnostou |By|? a1 |? |ael?.

Sicet pravdepodobnosti vsetkych meranych hodno6t do klasic-
kého registra je rovny 1.

Pravdepodobnost, ze vsetky klasické bity budi mat hodnotu 1

(c = 111) je |Bo[* |B1]* | Bo*!

c[0]c[1)c[2] = 4
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6.3. Zmena celkového kvantového stavu viacerych ne-
previazanych bitov

Ak vstupné stavy vzdjomne nekorelujicich bitov ¢[0], ¢[1], ¢[2] st

110), ) ) a ich vystupné stavy st |i)) = Up|to), |¥)) =
Uy ]¢1> Ph) = Usliby), potom celkovy vystupny kvantovy stav
|4') je dany tenzorovym s(c¢inom

[0 = ) @ [¢h1) @ |1h) = (Vo [ho)) @ (Ut [oh1)) @ (Uz [t2))

Mozno ho vsak vypocditat aj maticovym ndsobenim tenzorového
sucinu operacii prislusnych hradiel a celkového vstupného stavu,
teda podla vztahu

¥ = (U ® Ui @ Ua) |)

ktorym bude celkovy vstupny stav |¢)) zmeneny na celkovy vy-
stupny stav |¢').

Pozn: V pripade previazanych kvantovych bitov vSak nie je mozné
dosiahnut celkovy vystupny stav tenzorovym sicinom hradiel!
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7. Kvantovy systém previazanych kvantovych
bitov
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7.1. Previazanost (entanglement) kvantovych bitov

Fyzikalna podstata: Kvantové stavy previazanych kvantovych
bitov sa ovplyviiuji — dochddza ku korelacii ich stavov (bez
ohladu na ich polohu a vzdialenost v priestore).

Prakticka realizacia: V systéme n kvantovych bitov (n > 2)
mozno vybrat lubovolny (ale iba jeden) cielovy kvantovy bit a
definovat operaciu zmeny jeho stavu U. Dalej moZno vybrat zo
zvy$nych n—1 bitov fubovolnt podmnozinu {q[k1], q[ks], - - ., qlkn]},
m zdrojovych kvantovych bitov (1 < m <n — 1).

Pozn: Vyber zdrojovych kvantovych bitov méze byt obmedzeny v
redlnych kvantovych systémoch struktirou grafu kvantovych bitov.



31

7.2. Désledky previazanosti

1.

Celkovy vystupny stav (m + 1) bitov (m vystupnych stavov
zdrojovych bitov a vystupného stavu cielového bitu) je ma-
ticovym sGc¢inom hradla C"U a celkového vstupného stavu
(m + 1) bitov (m vstupnych stavov zdrojovych bitov a vstup-
ného stavu cielového bitu).

Hradlo C™U je teda maticou rozmeru 20+ x 2071 3 {¢in-
kuje na celkovy stav (m + 1) bitov.

Vystupné bity si uz previazané, takze meranim (a znicenim)
jedného z nich vieme posudit stavy inych previazanych kvan-
tovych bitov.

Previazanost rieSi problém, ze nemozno vytvorit képiu kvanto-
vého bitu (no-cloning theorem).
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7.3. Podmienena operacia C""'U a jej pripad C'X

V 2 bitovom kvantovom systéme m = 1, preto C"™U = C'U =
CU.

Podmienena operacia previazania zdrojového bitu ¢[0] a operacie
CU cielového bitu ¢[1] je definovand maticou rozmerov 2(™+1) x
2(m+1h) — 2 x 2 aje v tvare:

I ©
cv-(4¢)

Ak U = X potom C'U = CX v tvare

1000
I © 0100
CX_(@X)_ 0001

CX je teda operédcia podmiene¢ného preklopenia stavu [i1) do
stavu X |1/1) s pravdepodobnostou |f3|>.
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7.4. Dvojica EPR: 75 |00) + 75 [11)

q[0] [0) — H l H A
Q[l] |0> N —
2
c / 0
4% |t |9%) %) | e e
1 % % 2\ | 00
0 \/% 0 3 01
0 0 0 1 10
0 0 NG 1 11
kde
[4%) = 10) ®0)
[h) = (H|0)) ® |0)
[¢?) = CX [
%) = (H & I)[¢?)




34 8. Zaver

1. Vlastnosti kvantového stroja a sposob spracovania informdacii
2. Kvantovy stroj z hladiska Computer Science

3. Sacasny stav a poZiadavky
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